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Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – исследование спектра задачи о 
нормальных волнах закрытого регулярного неоднородного диэлектрического волно-
вода произвольного сечения. Материалы и методы. Для определения решения  
использована вариационная формулировка задачи. Вариационная задача сводится  
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Результаты. Доказаны теоремы о дискретности спектра и о распределении характе-
ристических чисел оператор-функции на комплексной плоскости. Рассмотрен вопрос 
полноты системы собственных и присоединенных векторов оператор-функции. Дока-
зана теорема о двукратной полноте системы собственных и присоединенных векто-
ров оператор-функции с конечным дефектом. Вывод. Предложенный аналитический 
метод позволяет доказать дискретность спектра в задаче закрытого неоднородного 
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Abstract. Background. The aim of this work is to study the spectrum of the problem of 
normal waves of a closed regular inhomogeneous dielectric waveguide of arbitrary cross 
section. Material and methods. To determine the solution, a variational formulation of the 
problem was used. The variational problem is reduced to the study of an operator pencil 
that depends nonlinearly on the spectral parameter. Results. Theorems on the discreteness 
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of the spectrum and on the distribution of the characteristic numbers of an operator function 
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Введение 
Волновод – это структура, которая направляет волны, такие как элек-

тромагнитные волны или звук, с минимальными потерями энергии за счет 
ограничения передачи энергии в одном направлении. Существуют разные ти-
пы волноводов для разных типов волн. Наиболее распространенная волнове-
дущая структура – полая проводящая металлическая труба, используемая для 
передачи высокочастотных радиоволн, особенно микроволн. Диэлектриче-
ские волноводы используются на более высоких радиочастотах, а прозрачные 
диэлектрические волноводы и оптические волокна служат световодами.  
В акустике воздуховоды и рупоры используются в качестве волноводов для 
звука в музыкальных инструментах и громкоговорителях, а металлические 
стержни специальной формы проводят ультразвуковые волны при ультразву-
ковой обработке. Геометрия волновода отражает его функцию в дополнение 
к более распространенным типам, которые направляют волну в одном изме-
рении; существуют двумерные пластинчатые волноводы, которые ограничи-
вают волны в двух измерениях. Частота передаваемой волны также определя-
ет размер волновода: каждый волновод имеет длину волны отсечки, опреде-
ляемую его размером, и не будет проводить волны с большей длиной волны; 
оптическое волокно, которое направляет свет, не будет пропускать микро-
волны с гораздо большей длиной волны. Закрытый волновод – трубчатый 
электромагнитный волновод (обычно с круглым или прямоугольным попе-
речным сечением), имеющий электропроводящие стенки, полый или запол-
ненный диэлектрическим материалом, способный поддерживать большое ко-
личество дискретных распространяющихся мод, но только некоторые из них 
могут быть практичными, в которых каждая дискретная мода определяет по-
стоянную распространения для этой моды, в которой поле в любой точке мо-
жет быть описано в терминах поддерживаемых мод, в которых нет поля из-
лучения и в которых могут быть неоднородности и изгибы. Волноводы почти 
всегда изготавливаются из металла и в основном из жестких конструкций. 
Существуют определенные типы «гофрированных» волноводов, которые мо-
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гут изгибаться, но используются только там, где это необходимо, поскольку 
они ухудшают свойства распространения. Из-за распространения энергии в 
основном в воздухе или пространстве внутри волновода – это один из типов 
линий передачи с наименьшими потерями и очень предпочтительный для вы-
сокочастотных приложений, где большинство других типов передающих 
структур вносят большие потери. Из-за скин-эффекта на высоких частотах 
электрический ток вдоль стенок обычно проникает в металл внутренней по-
верхности всего на несколько микрометров. Поскольку именно здесь проис-
ходит большая часть резистивных потерь, важно, чтобы проводимость внут-
ренней поверхности поддерживалась как можно более высокой. По этой при-
чине внутренние поверхности большинства волноводов покрыты медью, се-
ребром или золотом. В данной работе мы рассматриваем только регулярные 
(имеющие постоянное сечение перпендикулярно оси волновода) экраниро-
ванные неоднородные волноводы произвольного сечения. 

Исследование спектра волн, распространяющихся в волноводе, являет-
ся важнейшей задачей в электродинамике. Существует подход для изучения 
спектральных свойств таких задач, при котором исходная задача распростра-
нения сводится к исследованию спектральных свойств операторных пучков. 
В работах [1–3] исследовались схожие задачи, были получены значительные 
результаты теории распространения нормальных волн в закрытых (экраниро-
ванных) однородных волноводах: доказана дискретность спектра задачи, по-
лучены результаты о распределении (локализации) характеристических чисел 
на комплексной плоскости, а также доказан ряд теорем о кратной полноте по 
Келдышу системы собственных и присоединенных векторов задачи в специ-
альных пространствах. Однако исследование неоднородных экранированных 
волнoведущих структур вызывало ряд трудностей. Эти трудности удалось 
преодолеть сведением задачи к исследованию уже оператор-функции, а не 
операторного пучка. Оказалось возможным доказать ряд теорем, а именно: 
доказаны теоремы о дискретности спектра и о распределении характеристи-
ческих чисел оператор-функции на комплексной плоскости. Удалось также 
рассмотреть вопрос полноты системы собственных и присоединенных векто-
ров оператор-функции. Доказана теорема о двукратной полноте системы соб-
ственных и присоединенных векторов оператор-функции с конечным дефек-
том, что не было сделано ранее, насколько известно авторам. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство 3  с декартовой системой коор-
динат Оxyz . 

Имеем математическую модель регулярной (вдоль оси Oz ), экраниро-
ванной волнoведущей структуры, поперечное сечение которой плоскостью 

constz =  образовано ограниченной областью Ω  с границами 1Γ и 2Γ  (рис. 1). 
Границы 1Γ и 2Γ  – проекции поверхности идеально проводящего, бесконеч-
но тонкого экрана. 

Диэлектрическая и магнитная проницаемости имеют вид 0 ( )ε ε x  и 

0 ( )μ μ x , где ( , )=x x y . Предполагаем также, что ( ),ε x  Im ( ) 0,ε =x  ( ),μ x  
Im ( ) 0μ =x  – непрерывно дифференцируемые функции в области Ω , т.е. 

( ),ε x  ( )1( )μ ∈ Ωx C . 
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Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Чтобы решить задачу о нормальных волнах волнoведущей структуры 

необходимо найти нетривиальные решения однородной системы уравнений 
Максвелла в виде бегущей волны, т.е. с зависимостью γi ze  от координаты z , 
вдоль которой структура регулярна: 

 
rot ,
rot ,

= − ε
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Также необходимо учесть следующие условия: ограниченность энергии 
поля в любом конечном объеме волновода: 

 ( )2 2ε + μ < ∞
V

dXE H ;  (3) 

обращение в нуль на поверхности идеального проводника касательных со-
ставляющих электрического поля: 

 
1

0,τ Γ =E  
2

0.τ Γ =E   (4) 

Здесь ( , , )=X x y z , { }: : x⊂ Σ = ∈ΩV X  – любой конечный объем. Си-
стема уравнений Максвелла (1) записана в нормальном виде. Осуществлен 

переход к безразмерным величинам [3]: 0x x,→k  
0

,γγ →
k

 0

0
,μ

→
ε

H H  

→E E , где 2 2
0 0 0= ω μ εk  и 0 0,μ ε  – диэлектрическая и магнитная проницае-

мости вакуума (временной множитель − ωi te  всюду опущен). 
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Задача о нормальных волнах является задачей на собственные значения 
для системы уравнений Максвелла относительно спектрального параметра γ  – 
нормированной постоянной распространения (затухания) волнoведущей 
структуры. 

Запишем систему уравнений Максвелла (1) в координатном виде: 

 

,

,

,

,

,

,

z
y x

z
x y

y x
z

z
y x

z
x y

y x
z

H i H i E
y

Hi H i E
x

H H i E
x y

E i E i H
y

Ei E i H
x

E E i H
x y

∂ − γ = − ε ∂
∂ γ − = − ε ∂

∂ ∂
− = − ε ∂ ∂

∂ − γ = μ
 ∂


∂ γ − = μ ∂
∂ ∂ − = μ ∂ ∂

  (5) 

выразим функции , , ,x x y yE H E H  через zE  и zH  из 1, 2, 4 и 5-го уравнений 
последней системы, получим: 

2 2, ,   ∂ ∂ ∂ ∂= γ + μ = γ − ε   ∂ ∂ ∂ ∂κ κ   
z z z z

x x
E H H Ei iE H
x y x y

 

 2 2, ,z z z z
y y

E H H Ei iE H
y x y x

   ∂ ∂ ∂ ∂= γ −μ = γ + ε   ∂ ∂ ∂ ∂κ κ   
  (6) 

где 2 2κ = γ − εμ . 
Из формулы (6) очевидно, что поле нормальной волны в волноводе 

может быть записано через две скалярные функции: 

 ( , ) : ( , ),Π = zx y E x y  ( , ) : ( , ).Φ = zx y H x y   (7) 

Далее необходимо найти функции Π  и Φ  – продольные компоненты 
электрического и магнитного полей (электрический и магнитный векторы 
Герца). 

Для компонент поля Π  и Φ  можем сформулировать следующую зада-
чу на собственные значения: найти такие γ∈ , при которых существуют не-
тривиальные решения системы уравнений 

 

2
2 2

2
2 2

1L : ( , ),

1L : ( , ),

 ∇ε γ Π = ΔΠ − κ Π = − + ∇εμ ∇Π − εμ Φ  ε κ εκ 


 ∇μ γ Φ = ΔΦ − κ Φ = − + ∇εμ ∇Φ + εμ Π  μ κ μκ 

J

J
  (8) 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2021. № 2 

 82

( , ) : ∂ ∂ ∂ ∂= −
∂ ∂ ∂ ∂
u v u vJ u v
x y y x

 

и которые удовлетворяют условиям сопряжения на 1Γ  и 2Γ  

 
1

0,ΓΠ =  
1

0,
Γ

∂Φ =
∂n

 (9) 

 
2

0,ΓΠ =  
2

0,
Γ

∂Φ =
∂n

  (10) 

условию ограниченности энергии в любом конечном объеме V 

 ( )2 2 2 2

Ω

∇Π + ∇Φ + Π + Φ < ∞ dx .  (11) 

Здесь n  – орт внешней нормали к Ω , τ  – касательный орт, причем 
× = τ×x y n . 

После того как стали известны продольные компоненты поля Π  и Φ   
в качестве решения задачи (8)–(11), остается определить поперечные состав-
ляющие по формулам (6). Найденное таким образом поле ,E H  удовлетворя-
ет всем условиям (1)–(3). Эквивалентность перехода к задаче (8)–(11) нару-
шается лишь в случае 2γ = εμ ; тогда потребуется отдельное рассмотрение 
системы (1). 

2. Вариационное соотношение 
Будем искать решения Π  и Φ  задачи (8)–(11) в пространствах Соболе-

ва соответственно 
1
0( )ΩH  и 1( )ΩH , 

со скалярным произведением и нормой 

( )1( , )
Ω

= ∇ ∇ +f g f g fg dx , 2
11 ( , )=f f f . 

Дадим другую вариационную формулировку задачи (8)–(11). Умножим 
уравнения системы (8) соответственно на пробные функции u  и v , считая их 
пока непрерывно дифференцируемыми в Ω , и применив формулу Грина [4] 
для области Ω , получим 

2 12 1

2L
Γ ΓΩ Γ Γ Ω Ω

∂Π ∂ΠΠ = τ − τ − ∇Π∇ − κ Π
∂ ∂    u dx u d u d udx udx
n n

, 

и 

2 12 1

2L
Γ ΓΩ Γ Γ Ω Ω

∂Φ ∂ΦΦ = τ − τ − ∇Φ∇ − κ Φ
∂ ∂    v dx v d v d vdx vdx
n n

, 
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принимая во внимание краевые условия (9) и (10), получаем 
2L

Ω Ω Ω

Π = − ∇Π∇ − κ Π  u dx udx udx  

и 
2L

Ω Ω Ω

Φ = − ∇Φ∇ − κ Φ  v dx vdx vdx . 

Принимая во внимание правые части уравнений системы (8), получаем  

2 2
1L ( , )u dx u dx u J dx

Ω Ω Ω

∇ε γ Π = − + ∇εμ ∇Π − εμ Φ ε κ εκ     

и 

2 2
1L ( , ) .

Ω Ω Ω

 ∇μ γΦ = − + ∇εμ ∇Φ + εμ Π μ κ μκ   v dx v dx v J dx  

Таким образом, мы получаем 

2
2 2

1 ( , )udx udx u dx u J dx
Ω Ω Ω Ω

∇ε γ ∇Π∇ + κ Π = + ∇εμ ∇Π + εμ Φ ε κ εκ      (12) 

и 

2
2 2

1 ( , ) .
Ω Ω Ω Ω

 ∇μ γ∇Φ∇ + κ Φ = + ∇εμ ∇Φ − εμ Π μ κ μκ    vdx vdx v dx u J dx  (13) 

Складывая последние выражения, получаем вариационное соотно-
шение 

( ) ( ) ( )( )2 1
Ω Ω Ω

γ Π +Φ + ∇Π∇ +∇Φ∇ +Π +Φ − εμ + Π +Φ −  u v dx u v u v dx u v dx  

2 2
1 1

Ω

  ∇ε ∇μ − + ∇εμ ∇Π + + ∇εμ −   ε μκ κ    
 u v dx   

 2 2( , ) ( , ) .
Ω

 γ γ− εμ Φ − εμ Π  εκ μκ 
 u J u J dx    (14) 

Определение 1. Пару функций 

( )1 1
0 1 1( ), ( ) 0H HΠ∈ Ω Φ∈ Ω Π + Φ ≠  

будем называть собственным вектором задачи (8)–(11), отвечающим характе-
ристическому числу (х.ч.) 0γ ∈ , если при 0γ = γ  выполнено вариационное 

соотношение (14) для любых 1
0( ),u H∈ Ω  1( )v H∈ Ω . 
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3. Задача о спектре оператор-функции 

Пусть 1 1
0( ) ( )= Ω × ΩH H H  – декартово произведение гильбертовых 

пространств со скалярным произведением и нормой: 
2 2 2

1 1 1 2 2 1 1 21 1( , ) ( , ) ( , ) , ; , ,u v u v u u H= + = + ∈u v u u v  

1 2 1 2( , ) , ( , ) ,= =T Tu u v vu v  1
1 1 0, ( ),∈ Ωu v H  1

2 2, ( ).∈ Ωu v H  

Тогда интегралы, входящие в (14), можно рассматривать как полутора-
линейные формы над полем  , заданные на H  от аргументов 

( , ) , ( , ) .= Π Φ =T Tu vu v  

Эти формы определяют [5] некоторые линейные ограниченные опера-
торы T: →H H  по формуле  

  t( )=(T ), ,H∀ ∈u, v u, v v   (15) 

при условии, что сами формы ограничены: t( ) .≤Cu, v u v  Линейность 
следует из линейности формы по первому аргументу, а непрерывность – из 
оценок 

2T t( ,T ) T .= ≤Cu u u u u  

Рассмотрим полуторалинейные формы и порождаемые ими операторы: 

( )k( , ) : (K , ), ,u v dx H
Ω

= Π +Φ = ∀ ∈u v u v v  

( )( )k( , ) : 1 (K , ), ,u v dx H
Ω

= εμ + Π +Φ = ∀ ∈u v u v v   

( )2 22k ( , ) : (K ( ) , ), ,x
x u v dx H

Ω

ε
= ε Π +Φ = γ ∀ ∈

κu v u v v  

( )a( , ) : (I , ), ,u v u v dx H
Ω

= ∇Π∇ +∇Φ∇ +Π +Φ = ∀ ∈u v u v v  

1 12 2
1 1b ( , ) : (B ( ) , ), ,u v dx H

Ω

  ∇ε ∇μ = + ∇εμ ∇Π + + ∇εμ = γ ∀ ∈   ε μκ κ    
u v u v v  

2 22 2b ( , ) : ( , ) ( , ) (B ( ) , ), .u J u J dx H
Ω

 γ γ= εμ Φ − εμ Π = γ ∀ ∈  εκ μκ 
u v u v v  

Ограниченность форм a( , )u v , очевидна. Ограниченность форм k( , )u v , 
k( , )u v , следует из неравенства Пуанкаре [6]. Ограниченность форм 1b ( , )u v  
и 2b ( , )u v  показана в [7, 8]. 
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Теперь вариационную задачу (14) можно записать в операторном виде: 
(N( ) , ) 0, ,Hγ = ∀ ∈u v v  

или эквивалентно: 
N( ) 0, N( ): ,γ = γ →H Hu  

 2
1 2N( ): K+I K B ( ) B ( ).γ = γ − − γ − γ   (16) 

Уравнение (16) – операторная запись вариационного соотношения (14). 
Характеристические числа и собственные векторы N( )γ  совпадают с соб-
ственными значениями и собственными векторами задачи (8)–(11) при 

2γ ≠ εμ . 

4. Свойства спектра оператор-функции 
Приведем следующие утверждения о свойствах операторов, входящих 

в N( )γ  (доказательство см. в [3, 7, 8]). 
Лемма 1. Операторы K  и K  компактные. Оператор K  положительно 

определен и для его собственных чисел верна асимптотика 
1(K) ( ), .n O n n−λ = →∞  

Лемма 2. Оператор-функции 1B ( )γ  и 2B ( )γ  являются компактными и 
голоморфными в области 

0\ Λ  и { }2
0 : : (x),xΛ = γ γ = ε ∈Ωx . 

Лемма 3. Существует γ∈   такое, что оператор N( )γ  непрерывно об-

ратим, т.е. резoльвентное множество { }1(N) : : N ( ) :−ρ = γ ∃ γ →H H  оператор-

функции N( )γ  не пусто; (N) .ρ ≠ ∅  
Теорема 1. Оператор-функция N( ) :γ → H H  является ограниченной, 

голоморфной и фредгольмoвой в области Λ . 
Теорема 2. Спектр оператор-функции N( ) :γ →H H  является дискрет-

ным в Λ , т.е. имеет конечное число характеристических точек конечной ал-
гебраической кратности в любом компакте 0K .⊂ Λ  

Доказательство. Утверждение теоремы является следствием теоремы 1 
и теоремы о голоморфной оператор-функции [9]. 

Лемма 4. Спектр оператор-функции N( )γ  симметричен относительно 
действительной и мнимой оси 

(N) (N) (N).σ = σ = −σ  

Если 0γ  – х.ч. оператор-функции N( )γ  с собственным вектором 

( )1 ,= Π Φ Tu , то числа 0 0 0, ,−γ γ −γ  также будут характеристическими той же 
кратности для оператор-функции N( )γ  с собственными векторами 

( ) ( ) ( )2 3 4, , , , ,= −Π Φ = Π Φ = −Π ΦT TTu u u  соответственно.  
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Доказательство. Доказательство заключается в простой проверке ва-
риационного соотношения (14) для указанных в теореме случаев. Следует 
отметить, что присоединенные векторы для точки 0γ  также строятся с по-
мощью операции взятия комплексного сопряжения из соответствующих при-
соединенных векторов, отвечающих 0.γ  

5. Теорема о полноте системы собственных  
и присоединенных векторов оператор-функции 

Число 0γ  называется характеристическим числом (х.ч.) оператор-
функции N( )γ , если уравнение 0 0N( ) 0γ φ =  имеет нетривиальное решение 

0 0φ ≠ . Последние называются собственными векторами N( )γ . Говорят, что 
векторы 0 1, ,...,φ φ φk  образуют цепочку присоединенных векторов, если для 
них выполняются соотношения 

0 0
0 1 0

0 0

N( ) N( )1 1N( ) ... 0, 1, .
1! !

p

p p p p k
p−

∂ γ ∂ γ
γ φ + φ + + φ = =

∂γ ∂γ
  (17) 

При этом число ( 1)k +  называют длиной цепочки, оно может быть как 
конечным, так и бесконечным. Будем говорить, что собственный вектор 0φ  
имеет конечный ранг, если наибольшая по длине цепочка, отвечающая 0φ , 
имеет длину R . 

Определение 2. Канонической системой собственных и присоединен-
ных векторов при 0γ = γ   

( ) ( ) ( )
0 1, ,..., , 1,2,...,

k

k k k
m kφ φ φ =  

называется система, обладающая свойствами: 
1. Вектор (1)

0φ  есть собственный вектор, ранг которого достигает воз-
можного максимума 1( 1).m +  

2. Вектор ( )
0φ
k  есть собственный вектор, не выражающийся линейно 

через ( ) ( ) ( )
0 1, ,..., ,φ φ φ

k

k k k
m  ранг которого достигает возможного максимума 

( 1).km +  

3. Векторы ( ) ( ) ( )
0 1, ,...,

k

k k k
mφ φ φ  образуют цепочку присоединенных векто-

ров. 
4. Векторы { }( )

0φ
k  образуют базис пространства 0ker N( ).γ  Число 

1 2 ...+ + + +m m  называется алгебраической кратностью х.ч. 0γ . 
Определение 3. Система собственных и присоединенных векторов 

(с.п.в.) оператор-функции N( )γ  называется n -кратно полной, если любой 
набор их n  векторов 0 1 1, ,..., −ξ ξ ξn  может быть представлен как предел по 
норме пространства линейных комбинаций 
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 ( ) ( , )
, ,

1
, 0,1,... 1,

M
k k v

v M pp M
k p

v n
=

ξ = α φ = −   (18) 

с коэффициентами ( )
,α k

p M , не зависящими от v , где  

( ) ( )( , ) ( )
1 0

0

... ,
1! !

γ
−

=

 
φ = φ + φ + φ  

 

v p
k kk v kt k

p p pv
t

d t te
pdt

 

γk  – х.ч. оператор-функции N( )γ . 
Рассмотрим оператор-функцию N( )γ  в области { }:ηΛ = γ γ > η , где  

η  – произвольное положительное число, такое что max ∈Ωη > εxx . Причем 
очевидно, что ηΛ ⊂ Λ . 

Теорема 3. Система с.п.в. оператор-функции N( )γ , отвечающих х.ч. из 
множества ηΛ , двукратно полна с конечным дефектом в ×H H : 

( )( , )dimco ker N φ < ∞k o
p  и ( )( ,1)dimco ker N φ < ∞k

p ; 

здесь ( )( , )N φ k v
p  означает замыкание линейной оболочки множества векторов 

{ }( , )
0φ
k v . 

Доказательство. Оператор-функцию N( )γ  будем рассматривать как 

возмущение пучка Келдыша 2I K K− + γ , аналитической в ηΛ  оператор-
функцией 1 2S( ) : B Bγ = +  и S( ) 0.∞ =  В нашем случае K  является оператором 
Гильберта – Шмидта, поэтому выполнены все условия теоремы 1 из [10],  
в силу которой система с.п.в. оператор-функции N( )γ  двукратно полна с ко-
нечным дефектом в ×H H , т.е. замыкание линейной оболочки векторов 

( )( ,0) ( ,1), ,φ φ ∈ ×
Tk k

p p H H  

где векторы ( , )φ k v
p  взяты из (18), имеет конечный дефект в ×H H ; .ηγ ∈Λk  
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